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We give some useful formula on local time and we apply the local time technique to prove a pathwise uniqueness 
on stochastic differential equations with reflection at the boundary. 
local time * stochastic differential equation 
1. Introduction 
On se propose de donner quelques formules sur les temps locaux des semimartingales. Ces 
formules completent celles obtenues dans Ouknine [ 11. Nous appliquons ensuite ces resul- 
tats a un theoreme d’unicite trajectorielle des solutions d’equations differentielles stochas- 
tiques avec reflection. Ce theorttme d’unicite a CtC prouve par Veretennikov [ 41 avec une 
hypothese supplementaire. La demonstration que nous proposons nous semble tres simple; 
elle est basee sur les temps locaux des semimartingales et la formula de Tanaka. 
2. RCsultats 
Definition. Soit X une semimartingale continue, le temps local symetrique de X en 0 est 
defini par la formule de Tanaka, 
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Dans Ouknine [ I] nous avons obtenu la formule suivante: Si X et Y deux sont semimar- 
tingales continues on a 
Soitf: W2 + W rkgulikre vkrifiant 
f(4 Y) =(x-Y)&& y) , 
g(x, y) =o * x=y . 
Lemme 1. Soient X et Y deux semimartingales continues on a 
DCmonstration. Puisquefest r6guli&re,f(X, Y) est une semimartingale 
L?cf(X, Y)) =L:( (X- Y)g(X, Y)) 
Or la mesure dLy(g(X, Y)) est h support dans (g=O) c{X= r>, 
L:cfK Y)) = I&X, Y) I dL:(X-Y) 
0 
= Ig(X, Xl I dL!i(X- Y) 
0 
= j- 1$X,X)( dL;(X-Y). 0 
0 
Sifest de classe C” de W -+ W injective on a: 
Corollaire 1. 
(1) 
m.f(X) -f(Y) I= 1 If’(X) I Gw- Y) . 
0 
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Preuve. Soit la fonction g definie par 
g(x, Y) (x-y) =f(x) -f(y) si x#y et g(x, x) =f’(x) . 
Commefest injective on peut appliquer le lemme 1 pour conclure. 0 
On note Z(X) = {t]X,=O}. 
Corollaire 2. Si Z(X) = Z( Y) alors Lp(XY) = 0. 
DCmonstration. Evident d’apres ( 1) 0 
Now allons utiliser la corollaire 2 pour retrouver un resultat sur les fonctions de martin- 
gales. Ce resultat est dC1, initialement, a Yor [ 51. 
Proposition. Soit M une martingale locale continue nulle en 0 mais non identiquement 
nulle. Va E ] 0,; ] 1 M ( a n’est pas une semimartingale. 
Preuve. Si (M 1 a est une semimartingale, il en est de m&me de 1 M 1’ ~ a. En utilisant le 
corollaire 2 on a 
En utilisant la formule de Takana on voit que I M I est une surmartingale positive continue 
nulle en zero, done identiquement nulle, ce qui est absurde et I M I a n’est pas une semimar- 
tingale. III 
Nous allons prouver une resultat d’unicite trajectorielle pour les e.d.s. du type 
dX,=a(t,X,) dB,+b(t,X,) dt+d+(t), (*) 
x,>o, x,, =x 
4 est un processus continu croissant verifiant 
Contrairement a Veretennikov [4], notre demonstration est basee sur les temps locaux, 
chose qui est implicit6 dans [ 41. 
ThkorGme. Soient u est b deux fonctions boreliennes born&es. Si a> E> 0 et il existe k tel 
que 
IxWt, x) -.h(t, y) 12<p( Ih(x) -h(Y) I) , 
02 h est une fonction croissante, p continue strictement croissante udrifiant 
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P(a) <Cup(X) Va> 1, Vaz>O, el 
I 
p-‘(u) du= +m. 
0 
Alors il y a unicite’ trajectorielle de la solution de 1’e.d.s. ( * ) . 
DCmonstration. Soit un entier iz tel que n > 2k + 2. Par la formule d’It6 appliqu& hf( X) = ,f, 
( V: est un processus B variation bornte) . 
Soient X et Y deux solutions de 1’e.d.s. ( * ) relativement au m6me brownien. On pose 
I= ' 4X"-y") 1 
I 
0 
P(x"-y") x'y' 
Par an& et localisation en des temps d’arr&t convenables on peut supposer que X et Y sont 
major& par N et que (T( t, x) <N V( t, x) 
Soient x et y deux rtels positifs et x > y. 
(X n-lCT(X) -y”_‘a(y))2 
<2W2’“~k~I)p(h(x) -h(y)) +(T(y)2y2k(Xn--k-‘-yn~k~‘)2 
et 
AX-Y) =p ( xn- y" pz;;-l xiyn-i-l 1 < p(x” -y") [ 1 +_Cn+‘l . 
En utilisant ceci, il en rksulte que 
I< 
’ d(X”-Y”) 
I o &X-Y) 
(l+x-“+‘)lx>*, 
I<2n2 (x2'"-kp 1) +xn-2k- 1) P(WW -h(Y)) lx>yds 
0 
P(X- y) 
+2 
f X-Y I 
Y2k (xn-k-I-y,-k-l)2 
P(X- Y) X-Y 
(1+X-“+‘) ds. 
0 
Ecrivons dans l’ordre I < I, + 12, 
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1, _,2(N2’“-k-“+N”-W-1 
) i /$X-Y) 
p(h(X) -WY)) 1 
X>Y s. d 
0 
Soit (7,) une approximation de l’identitk, et h, = 7, * h la suite rCgularisante. En tout point 
de continuitt de h, il y a convergence de h, vers h. Si on note D l’ensemble des points de 
discontinuitC de h, D est au plus dhombrable et en utilisant la formule de densit d’occu- 
pation et le fait que u est non dCgCnCrte on a 
I, < C(N) I ’ p(X-Y){lim,J~h~(cGC+(l-a)Y) da+l) 1 dX- y) x>vds. 
0 
Dans cette majoration nous avons utilist la croissance de p, 
Z,<C(N) ids(l+ li;jh:(uX+(l-o)Y)do?). 
0 0 
Si 2” = crX+ ( 1 - a) Y on a (Za)t> c2t; et par la formule de densit d’occupation et le 
lemme de Fatou; (h, est positive) 
I +N 
[EZ, < C(N)K2 lim sup 
I I 
da h;(a)lEL;(Z”) da+C(N)t, 
n-m 
-N 
[EI, <C(N)E-~ sup IEL;(Za)(h,(N) -h,( -N)) +C(N)t, 
O<a< I 
O<adN 
El, <C(N)K2 sup ELa(Z;)(h(N+ 1) -h( -N- 1)) +C(N)t. 
O<U<l 
O<a<N 
La quantitk majorante est finie d’aprks la formule de Tanaka. En utilisant le fait que la 
fonction x/p(x) est croissante on a 
I2 <~[N/P(N)]N~~ 
’ (xn-k-l_yn-k-l)2 
I X-Y 
(1+X-“+‘)l,>,ds, 
0 
f 
i=n-k-2 2 
I2 GANGS+’ /p(N) C XiYn-k--i-2 (1 +X-“+‘)l,>. ds, 
0 
i=O 
Z2 <C(N)t(n-k- 1)2[N2”-2k-3+N”-2k-2] (carn>2k+2) . 
11 en rksulte done que I est fini presque shement. 
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Par continuitC & droite du temps local de X” - Y” et la condition de non intCgrabilitC en 0 
de la fonction 1 /p, on a par la formule de den&C d’occupation Lp(Xn - Yn) = 0. 
La relation suivante (notCe ( * * ) et vCrifiCe par X”) est 
X; =X;t +n X”-‘a(~, X) dB,y fn X”-‘b(s, X) ds 
0 0 
f$l(n- 1) 
I 
Xn-‘g2(s, X) ds. 
0 
Par la formule de Tanaka, et du fait que L:‘( X” - Y”) = 0, il est facile de montrer que si X 
et Y vCrifient la relation prCcCdente il en est de mCme de sup(X, Y) et de inf(X, Y) , voir 
Ouknine [ 2,3] par exemple. 
Pour terminer, il faut remarquer que les solutions positives de ( * * ) sont uniques en loi. 
Ceci rCsulte de 1’unicitC en loi des solutions du problkme initial assurC par la non dCgCnCr- 
escence de cr. En fait on montre par la formule d’It6 les solutions positives de ( * * ) sont 
solutions de ( * ) ; voir Veretennikov [ 41. 11 en rhulte done que 
[E(X”-Y”I =[E sup(X, Y)n-[E inf(X, Y)“=O 
d’oh X= Y p.s. (par continuiti). 0 
Remarque. Mon but, dans une premihe version de ce travail est de montrer h l’aide du 
lemme 1 que le temps local en z&o de la difference de deux solutions et nulle, en fait on a: 
Soit II un entier impair suphieur h 2k + 2 (n = 2p + 1). En utilisant le lemme I on obtient 
la relation suivante 
g(X2/‘+l_yzP+1)=0= y (Xy+Yf”) dLI’(X-Y) 
0 
A priori je ne peux pas conclure 5 la nullit du temps local en z&-o de X - Y. 
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